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La Dindmica de Sistemas es un método que permite construir modelos complejos para estudiar
el comportamiento y las consecuencias, a fravés del iempo, de las multiples interacciones de
los elementos del sisterma que se representa. La aplicacion de esta metodologia a las ciencias
sociales resulta por tanto evidente al ser de gran utiidad para analizar fendmenos sociales en 1os

que intervienen gran cantidad de variables, que pue-
den estar o no correlacionadas, sometidos ademas
a la accion de factores externos cambiantes a lo lar-
go del tiempo (Aracil, 1978). Los primeros desarrollos
de esta disciplina se realizaron en los anos 50 por el
ingeniero Jay Wright Forrester. Forrester aplico la teo-
ria de control y realimentacion de la Ingenieria Auto-
mdtica a otras dreas como la organizacion y las cien-
cias sociales, mediante una sencilla metafora hidro-
dindmica para la representacion de un sistema, abs-
tfrayendo las ecuaciones diferenciales que define un
sistema no lineal.

En los Ultimos anos, las ecuaciones diferenciales es-
tocdsticas se han utilizado mucho para modelar la
dindmica de sistemas sometidos a perturbaciones
externas, consideradas como un efecto inevitable y
molesto de un sistema real. Una de sus principales
aplicaciones se ha producido en el campo de la
economia financiera para modelar, por ejemplo, el
comportamiento de los activos derivados. Dentro de

la industria aseguradora, se han replicado los mode-
los utilizados en finanzas para dar solucidon a la co-
bertura de riesgos tales como el catastréfico de difi-
cil gestion. En esta lineq, las pérdidas aseguradas de-
rivadas de la ocurrencia de sucesos de naturaleza
catastrédfica a nivel mundial han aumentado consi-
derablemente en los Ultimos anos. Sélo en el ano
2014 se produjeron 189 eventos que dieron lugar a
un total de 25.800 millones de euros (aproximada-
mente unos 28.000 millones de ddlares) en pérdidas
aseguradas (Swiss Re, 2015) y las proyecciones reali-
zadas por los expertos indican un aumento de estos
riesgos hasta mdaximos histéricos de 40.000 millones
de euros para los préximos anos (Swiss Re, 2007).

Tradicionalmente, el reaseguro ha sido el mecanis-
mo utilizado por el sector asegurador para cubrir es-
te fipo de riesgos, pero ante la falta de capacidad
de este mercado en los Ultimos anos, han apareci-
do instrumentos de transferencia y financiacién alter-
nativa de riesgos vinculados a los mercados de ca-
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pital. La principal caracteristica de estos instrumentos
de fransferencia alternativa de riesgos es que tanto
el momento como el importe fotal de las indemni-
zaciones dependen de un indice de pérdidas que
actla como subyacente o desencadenante de ta-
les pagos y cuya naturaleza es aleatoria ya que a
prior, cuando se contrata la cobertura, ignoramos el
nimero de catdstrofes que van a producirse, su
magnitud y los momentos de su ocurrencia asi co-
mo el ritmo de declaracién de los siniestros asocia-
dos. La calidad de estos indices, y por tanto su efec-
tividad en las operaciones de transferencia de ries-
gos alos mercados de capital, depende de muchos
factores (Pérez-Fructuoso, 2012) de entre los cuales
cabe destacar, por suimportancia, la simplicidad de
su definicion y de los modelos matemdtico-estadis-
ficos utilizados para su cdlculo.

Una revisién exhaustiva de la literatura financiero-ac-
tuarial sobre el comportamiento del indice de pérdi-
das subyacente de los activos derivados vinculados
a seguros pone de manifiesto el uso frecuente del
nmovimiento geométrico browniano para representar
su dindmica (ver por ejemplo, Cummins y Geman,
1995, Gemany Yor, 1997, Aase 1999 y 2001, o mds re-
cientemente Zong-Gangy Chao-Qun, 2013y Lai, Par-
collet y Lamond, 2014). Asumir esta hipdtesis implica
considerar que la declaraciéon de siniestros instantd-
nea crece, en promedio, de forma exponencial mien-
fras que la evidencia empirica muestra que dicha si-
niestralidad instanténea tiende a ser uniforme en el tiem-
po. Para resolver estas inconsistencias, Pérez-Fructuoso
(2008 y 2009), partiendo del andlisis empirico de la
evolucién de las declaraciones de siniestros después
de suceder una catdstrofe, propone un modelo ma-
temdtico para calcular la componente aleatoria de
la ratio de siniestralidad subyacente de esta clase de
activos derivados. Esto es, un sistema especificamen-
te dirigido a cuantificar la suma total de las pérdidas
alo largo de un periodo determinado como conse-
cuencia del acaecimiento de grandes catdstrofes.
La caracteristica distintiva principal del modelo que
propone la autora es la consideracion de una nue-
va variable, denominada cuantia de siniestros pen-
diente de declarar frente a los enfoques ya existen-
tes, que sdlo consideran en su sistematizacion la
cuantia de siniestros ya declarada. De esta forma,
cuando se produce una catastrofe, su volumen total
es la suma de estas dos cuantias, cuantia declara-
da de siniestros y cuantia de siniestros pendiente de
declarar.

La siniestralidad instantdnea se representa mediante
una ecuacion diferencial que describe un crecimien-
to de las declaraciones de siniestros proporcional a
la cuantia de siniestros pendiente de declarar en ca-
da momento a razén de la tasa de declaracion de
siniestros. La aleatoriedad se incorpora perturbando
dicha tasa de declaraciéon con un ruido blanco, o di-
ferencial del proceso de Wiener (lkeda y Watanabe,
1989). De este modo, la tasa de declaracion de si-
niestros queda configurada como un proceso esto-
castico con trayectorias continuas, y la cuantia de si-

niestros pendiente de declarar se representa a través
de una tendencia constante pertubada en cada mo-
mento por la variancia que incorpora el proceso de
Wiener. La cuantia declarada de siniestros resulta de la
diferencia entre el volumen total de la catdstrofe y la
cuantia de siniestros pendiente de declarar.

En este arficulo se parte de este modelo inicial con
el objetivo de desarrollar una expresion mds precisa
para el indice de pérdidas catastréficas. Para ello,
fras presentar en las dos siguientes secciones una de-
finicion del indice y el modelo original desarrollado
por Pérez-Fructuoso, se continuard desarrollando tres
alternativas diferentes para dicho modelo. La prime-
ra alfemnativa se basa en considerar una expresion
asintdtica para la tasa de declaracion de siniestros;
la segunda anade al modelo original ofro movimien-
to browniano para capturar mayor aleatoriedad en
el comportamiento de la siniestralidad y por Ultimo,
modelamos la dindmica de la declaracion de sinies-
tfros mediante un proceso de Omstein-Ulhenbeck. A
continuacion tras presentar los datos asociados a seis
inundaciones ocurridas en diferentes regiones de la
geografia espanola propensas a sufrir este tipo de
eventos, se presentan los principales resultados al-
canzados con la estimacion de los pardmetros de
los modelos propuestos y la comparacion de los mis-
mos Y, finalmente, se concluye.

DEFINICION DE UN iNDICE DE PERDIDAS POR

Un indice de pérdidas por catdstrofes se define co-
mo el cociente entre la cuantia fotal de pérdidas
asociadas a una o varias catdstrofes ocuridas a lo
largo de un determinado periodo de fiempo, deno-
minado periodo de riesgo, y declaradas hasta un
momento posterior, y un valor constante cuya defini-
cién depende del tipo de indice utilizado (por ejem-
plo, podria ser el volumen de primas devengadas du-
rante el periodo de riesgo para cubrir las pérdidas
catastréficas asociadas o un valor constante para re-
ferir las pérdidas registradas a puntos de cotizacion
del mercado),

N(T)

S AT

Lr) o ) W

u(r)= =
cfe cfe

donde LT es el valor del indice de pérdidas al final

del periodo considerado y L{T) es la cuantia total de-

clarada de los siniestros, asociada a las catdstrofes

ocurridas durante el periodo de riesgo.

LIT) es una variable aleatoria cuya distribucion de
probabilidad depende de los siguientes factores:

— ElnUmero de catdastrofes N(T) que se producen du-
rante el periodo de riesgo [0,T].

— El momento del tiempo en el que se produce la
catastrofe j, con j=1, 2,.... N y ge[O,T]
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— La cuantia fotal de cada catdstrofe K con j=1,
2,.... N(T).

— EI comportamiento del proceso de reclamacio-
nes, Sj (), que representa la cuantia ya declarada en
el momento t de la catdstrofe j, con j=1, 2,..., N(T),
TeltT].yla condicion de contorno S <K.

Para llevar a cabo el desarrollo del modelo y obte-
ner el valor definido en la ecuacién (1) se asumen las
siguientes hipdtesis:

Hipdtesis 1: Como es de sobras conocido en teoria
de la probabilidad, un proceso de Poisson es un pro-
ceso estocdstico que contabiliza el nimero de su-
Cesos que se producen durante un determinado pe-
riodo de tiempo. Enfonces, se asume que N(T) es un
proceso de Poisson,

N(T) = Poiss(A)

donde N(T) es el nUmero medio de sucesos catastro-
ficos para el periodo [0,T].

Hipdtesis 2: El iempo entre dos sucesos diferentes en
un proceso de Poisson sigue una distribucion expo-
nencial con el mismo pardmetro. Por tanto, para lie-
var a cabo la modelizacion se considera que:

.t =Exo(A)

Hipodtesis 3: Se define la variable aleatoria continua
Kj, que representa la cuantia total de la catdstrofe J,
como la suma de dos variables aleatorias (Pérez-Fruc-
tuoso, 2008 y 2009),

K=S,(f+R (1

donde R (1) es la cuantia de los siniestros asociados
a la catdstrofe j que en un momento t todavia estd
pendiente de declarar y Sj[fj es la cuantia de los si-
niestros asociada a la misma catdstrofe que se ha
declarado hasta e incluido el momento 7,

Entonces, a partir de la ecuacion (2), la variable SJ,[U
puede escribirse como,

S (H=K-R (1

y el indice de pérdidas por catdstrofes resulta:

N(T)
; (KJ R (T)) 2)

ur)="=—g——

Para simplificar, se denota por K a la variable aleato-
ria cuantia total de la catdstrofe ocurrida en el mo-
mento =0y se define como la suma de dos varia-
bles aleatorias, ambas referidas al momento de vo-
loracién t:

K=S(H+R(1) (3)

A partir de la evidencia empirica, se considera que,
inmediatamente después de la ocurrencia de la ca-
téstrofe, la infensidad del proceso de declaracion de
siniestros es elevada y va decreciendo con el tiem-
po hasta anularse cuando ya no quedan mds sinies-
fros pendientes de declarar. Como consecuencia de
ello, en la formalizacién original del modelo, se re-
presenta la siniestralidad instantdnea a través de una
ecuacion diferencial cierta que describe un creci-
miento de la cuantia de siniestros declarada propor-
cional a la variable cuantia de siniestros pendiente
de declarar,

as(t)=oaR(Hat (4)

donde «a es una constante denominada tasa instan-
ténea de declaraciéon de siniestros.

Diferenciando la ecuacién (3), resulta,

ash=dr(t)dt (5)

y sustituyendo en la ecuacion (4), dS(#) por el resulta-
do obtenido en la expresion (5), se obtiene la ecua-
cién diferencial cierta que describe la evolucion de
la cuantia de siniestros pendiente de declarar, R(1,
variable fundamental en el proceso de modelacion,
como:

ar(f)- oR(f)at (6)

Para capturar el comportamiento irregular de las de-
claraciones de siniestros en el tiempo, se infroduce
un proceso de Wiener (movimiento browniano) en la
ecuacion (6), proporcional a la cuantia de siniestros
pendiente de declarar, oR (1), dando lugar a la ecua-
cién diferencial estocdstica,

aR(f)- oR(t)at+oR (AW, (7)

con las siguientes condiciones de contorno:

(@) Si, =0 entonces R(f)=K. En el momento en el que
se produce la catdstrofe la cuantia de siniestros pen-
diente de declaracién coincide con el volumen to-
tal de la catdstrofe,

b) Sit— 0, entonces R(f)=0. Si consideramos un mo-
mento del tiempo lo suficientemente alejado de la
ocurrencia de la catdstrofe, las pérdidas asociadas
a la misma ya se han declarado en su fotalidad, y
por tanto ya no queda ningun siniestro pendiente de
declarar.

El proceso de Wiener recoge las diferencias en la in-
tensidad de declaracion de siniestros ya que se con-
sidera que cada catdstrofe tiene caracteristicas pro-
pias no explicitadas en el modelo. Sin embargo, per-
turbar la tasa de declaracion de siniestros con un rui-
do blanco amplificado por ¢ puede dar lugar a va-
lores de dicha tasa negativos, lo que provocaria un
crecimiento temporal de la cuantia de siniestros pen-
diente de declarar, R(t), debido a la variacion inver-
sa definida para dicha variable. Esto puede suceder
cuando, después de realizadas las declaraciones de
siniestros, la tasacion de los peritos de lugar a valo-
raciones de pérdidas inferiores a las estimadas inicial-
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mente. Por ello, la incorporacion de la aleatoriedad
mediante un proceso de Wiener Unicamente es va-
lida para valores de tales que la probabilidad de
que la cuantia de siniestros pendiente de declarar
sea creciente, es prdcticamente despreciable.

Para resolver la ecuacion (7) es necesario aplicar el
cdiculo de It6 a la transformacion y=In R(f) (Arold,
1974) y considerar las condiciones de contomo (a) y
(b). Entonces, la solucion a la ecuacion diferencial
estocdstica (7) resulta:

2
R(f):exp[—[a+%}f+cwf] ®)

Dado que, en este caso, la distribucion de la cuan-
tia de siniestros pendiente de declarar, R(#), depen-
de de la distribuciéon de probabilidad de la cuantia
de la catdstrofe K, si se considera que dicha cuan-
tia es un valor constante, la variable R(t) seguird una
distribucion lognormal, siendo su distribucion normal
asociada:

() ]
N|InK - ot (f):O'T 9

El indice de pérdidas por catdstrofes definido en la
seccion anterior, bajo estas hipdtesis y utilizando la
expresion (8) para R(f), resulta:

](1 0

L(r)=
()
MODELOS DESARROLLADOS A PARTIR DEL MODELO

i ZKJ[1_exp[_[a+0_;](r._ roti,

j=1

En esta seccién se desarrollan tres modelos foman-
do como base el modelo original. Para ello se cam-
bion o afaden algunos pardmetros para obtener
una mejor expresion para la variable R(f) de forma
que refleje mads fielmente el proceso de declaracion
de siniestros.

El objetivo de este modelo es encontrar una aproxi-
macion mds exacta del ritmo de declaracion sinies-
fral dando una definicién alternativa a la tasa de de-
claracion de siniestros representativa del mismo. Para
ello, en lugar de considerar o constante como en el
modelo original, se supone que esta tasa tiende en
el tiempo a alcanzar un valor constante, esto es, al
principio del proceso de declaracion de siniestros, o
se inicia en cero y crece hasta que alcanza el valor
constante. La tasa de declaracion de siniestros se
convierte, enfonces, en la siguiente funcion exponen-
cial,

o =y(1—e‘ﬁf)cony>0yﬁ>0

gue depende del tiempo y tiende al valor constan-
fe y cuando la t —ee,

Substituyendo a por e, en la ecuacion (7) del mode-
lo original, se obtiene la ecuaciéon diferencial esto-
castica descriptiva de la dindmica de la variable R(f)
en este modelo,

R ()= —aR(t)dt + R (t) oW, = o
—y(] - e—ﬁ’)/?(r)dr +oR(f)aw,

cuya solucion, aplicando el cdlculo de It a la fun-
cién y = In R(f), viene dada por la siguiente expre-
sion:

2
/?(f)=Kexp{—[;w%]H%(]—e‘m)+0Vl4} (12)

Como sucede en el modelo original, si se considera
gue la cuantia de la catdstrofes es un valor constan-
te, la variable R(t) seguird una distribucion lognormal,
siendo su distribucion normal asociada:

|n/?(r):N[|n/<—[y+"—;]r+%(1_e—ﬁf);o\/?J (13)

El indice de pérdidas por catdstrofes definido en la
seccion 2, bajo estas hipdtesis y utilizando la expre-
sion (12) para determinar la variable R(f), resulta:

Modelo con dos procesos de Wienerv

Una de las cuestiones mas dificiles de reflejar en un
modelo matemdtico es la aleatoriedad de los pro-
cesos que queremos modelar. Tomemos el caso de
la volatilidad, por ejemplo, cuyo comportamiento re-
al es complicado de estudiar o predecir puesto que
depende de muchos factores, en su mayor parte in-
controlables. En el modelo que se desarrolla a con-
finuacién se va a tratar de anadir mds volatiidad a
la que presenta el modelo original. Para ello, se infro-
duce ofro proceso Wiener, que se simboliza como W,
a la ecuacion diferencial estocdstica (7) y se supo-
ne, ademds, que presenta una correlacion positiva,
p €[0,1]con e_l primer proceso de Wiener W,. De es-
ta forma, dWW, = pdty el proceso de Itd o ecuacion
diferencial estocdstica que describe la dindmica del
modelo se convierte en:
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OR ()= -aR(t)dt + o R(f) oW, + oR(t), oW (15)

Aplicando de nuevo el cdlculo de Itd y desarrollan-
do un polinomio de Taylor para la funciéon y=In R(#),
cuando df—0, la solucién de la variable cuantia de
siniestros pendiente de declarar en este caso resulta:

I?(T):Kexp
0, +0 _\a
{—[OC+ 12 2+a]a2p]f+c]V\4+02W] (16)

En este modelo se ha de tener en cuenta que la dis-
fribucién normal asociada al proceso W, esta corre-
lacionada con la distribuciéon normal asociada al
proceso \/_\/,, por tanto los pardmetros de la distribu-
cién normal gue sigue la variable In R(#) son:

nR(t)~N
0,+0
[InK—[a+ ]2 2+o]02p]f;(o]2+0§+2p6102)r] (17)

Si p=1, la correlacidon entre los dos procesos de
Wiener es perfecta por lo que son totalmente depen-
dientes, enfonces W, = W, y se obtiene el modelo ori-
ginal (7) con o=o0,+0,.

Finalmente, el indice de pérdidas por catdstrofes de-
finido en la seccion 2, bajo estas hipdtesis y utilizan-
do la expresion (16) para R(f), resulta:

Modelo de Ornstein-Uhlenbeck v

En el modelo original, cuando se incorpora la iregu-
laridad en el comportamiento de las declaraciones
de siniestros en el tiempo, se asume que su intensi-
dad es proporcional a la cuantia de siniestros pen-
diente de declarar y esta circunstancia se represen-
ta mediante un movimiento Browniano geométrico.

Sin embargo, también parece 16gico pensar que la
imregularidad de la intensidad en la declaracion de
los siniestros es constante en el iempo y por tanto no
depende de la cuantia de siniestros pendiente de
declarar. Este hecho queda reflejado introduciendo
un proceso de Wiener en la ecuacion (4) mediante
un movimiento Browniano aritmético, en lugar de uno
geométrico, dando lugar a la siguiente ecuacion di-
ferencial estocdstica:

R (t) = -aR(t)dt + caW, (19)

Este tipo de proceso, se conoce como proceso de
Ornstein-Uhlenbeck y su soluciéon, obtenida aplican-
do el cdiculo de It (Malliaris y Brock, 1999), resulta:

.
R(t)=kKe™ + e J e™ aW (20)
0

R(t) es un proceso Gaussiano y por tanto sigue una
distrioucién normal de pardmetros:

R(r) ~ N[Ke“"’,g—z(he‘zw)] (21)

o

El indice de pérdidas por catdstrofes definido en la
seccion 2, bajo estas hipdtesis y utilizando la expre-
sion (20) para R(f), resulta:

L(r)= Nﬁ)K} [1—e_“(rl_rf)]

T‘—TJ

(22)
—oe_a(r—ff) '[ e” aw,
0

ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DE LOS MODELOS

Para validar los cuatro modelos tedricos de determina-
cién de unindice de pérdidas por catdstrofes, se estiman
todos los pardmetros que en ellos aparecen, a partir de
los datos recogidos en el cuadro 1, en la pdgina siguien-
te, sobre el porcentaje de siniestros pendiente de declo-
rar, acumulado semanalmente, en 6 inundaciones ocu-
rmdas en distintas regiones de Espana en las que este ti-
PO de sucesos se producen con elevada frecuencia: Alcia
(01/10/1991), San Sebastidn (23/06/ 1992), Barcelona
(14/09/1999), Zaragoza (20/10/2000), Vdlencia (20/10/2000)
y Murcia (20/10/2000):

Modelo Criginalv

La dindmica del modelo original se define a partir de
la ecuacioén diferencial estocdstica (7) cuya solucion
para R(1), dada por la ecuacion (8), resulta en una
variable aleatoria que sigue una distribucion lognor-
mal, de forma que,

X(T)z—ln/?(r_]) N x
con E(R()=Ke .

Sin embargo, considerando las propiedades de la
distribucién normal asi como las caracteristicas de
los datos disponibles, es posible obtener una expre-
sion Mmas apropiada para obtener los estimadores de
los pardmetros del modelo analizado, ay o, a partir
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CUADRO 1
PORCENTAJE DE SINIESTROS PENDIENTES DE DECLARAR ASOCIADOS A SEIS INUNDACIONES
OCURRIDAS EN ESPANA

Semana Alcira San Sebastian Barcelona Zaragoza Valencia Murcia
0 100,0 100 100 100 100 100
1 84,94 88,08 90,68 60,11 97.54 88,46
2 53,65 36,04 68,38 56,91 80,18 75,55
3 34,96 23,67 50,68 38,3 60,15 48,7
4 24,05 16,68 41,42 29,79 43,16 31,13
5 18,86 12,29 31,58 23.4 31,96 21,41
6 13,36 9.94 25,43 19,15 27,55 15,78
7 10,53 8,72 19,56 18,09 19.54 11,27
8 8,04 7.76 16,68 15,43 15,29 8,71
9 6,94 6,8 13.28 15,43 14,76 8,24
10 5,23 5,78 10,54 10,64 14,7 6,57
11 4,08 518 8,15 6,91 11,06 5,36
12 3,71 4,33 6.8 3,72 8,46 4
13 3,56 3,45 6,13 3,72 6,98 3,38
14 2,6 2,69 3.41 2,66 6,21 2,6
15 1,75 1,81 3,41 2,66 5,17 2,8
16 1.3 1,59 2,61 1.6 4,22 2,29
17 0,77 1,39 1,81 1.6 3,5 2,25
18 0,29 1,16 1,26 1,6 2,72 2,14
19 0.0 0,96 0,56 0 2,26 1,67
20 0,76 0.0 1,88 1,28
21 0,45 1,69 1.09
22 0,28 1,61 0,93
23 0.2 0.9 0,66
24 0,17 0,54 0,66
25 0,11 0,36 0,62
26 0,06 0.19 0.16
27 0.0 0,0 0.0
FUENTE: Departamento Técnico y de Reaseguro del Consorcio.
CUADRO 2
ESTIMADORES PARA EL MODELO ORIGINAL
X §2 Gemy
Alcira 0,324613586 0,0422098269 0,3035086722
San Sebastian 0,28533003 0,0351605321 0,2677497687
Barcelona 0,27289414 0,0311010319 0,2573436251
Zaragoza 0,22973148 0,0434054683 0,2080287412
Valencia 0,240099621 0,0257693877 0,2281115136
Murcia 0,24760583 0,068754683 0,2132287838

FUENTE: Elaboracién propia.

de la cuantia de siniestros pendiente de declarar en
tyen t-1. A partir de ella, si se define la variable X(1)
como,

~N|la+=—.0 (23)

X(r):—m/?/?l o’ 2

y se aplica sobre este resultado el método de esti-
macion de maxima-verosimilitud, el estimador de la
tasa de declaracion de siniestros resulta,

Gy (24)

y =X -

donde X=1 3 X(r) y 6=~ (x(1)-X)" son, respec-
t=1 =1

fivamente, la media y la varianza muestrales.
La varianza muestral ha sido estimada a través de la

cuasi-varianza muestral, ya que esta Ultima es un es-
fimador insesgado de la primera:

s2 = ﬁ Z(x(r) - >‘<)2 (25)

t=1

El valor de los estimadores de los pardmetros en el
modelo original se muestran en el cuadro (2).

La ecuacion fundamental del modelo asintético pro-
puesto viene dada por la expresion (12). Entonces,
aplicando el mismo procedimiento que en el mode-
lo original, se obtiene una expresion mdas apropiada
para calcular los estimadores de 1os pardmetros v, 8
y o, a partir de la cuantia de siniestros pendiente de
declararen ty en t-1 y definiendo la variable X(f) co-
mo sigue:

2
~N y+—+%(1—eﬁ)e_ﬁ .62 ((26)

R(t-1) 2
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CUADRO 3 )
ESTIMADORES PARA EL MODELO ASINTOTICO
- Bvco ®mco
Alcira 0,3113665692 2,4706387578 0,0422098269
San Sebastidn 0,2714320247 3,5470277486 0,28533003
Barcelona 0,2691828454 1,2703570356 0,0311010319
Zaragoza 0,2080182736 ¥* 0,0434054683
Valencia 0,238730593 1,0160837493 0,0257693877
Murcia 0,2191557622 1,56431850993 0,0687540979

* La inundacion ocurrida en Zaragoza presenta unas caracteristicas diferentes al resto de inundaciones analizadas. El proceso de declaracion de sinies-
fros se vio alterado por la ocurrencia, inmediatamente después de la catdstrofe original, de ofras inundaciones de menor intensidad que condicionaron
los datos d|spon|bles Por esta razén se producen mayores erores en las estimaciones reohzodos sobre los datos reales y <al

calcular YMCO y ﬁMCO para diferentes semillas, obtenemos siempre el mismo valor de YMCO (las diferencias tienen un orden de 10 para dife-
rentes valores de Byico ( ﬁe (70,400). Esto significa que el pardmetro gno influye en los resultados, y por fanto asumimos que «(f) como en el modelo ori-

ginal.

FUENTE: Elaboracion propia.

Para estimar la varianza, se utiliza la cuasi-varianza
dada por la expresion (25). Sin embargo, en este ca-
SO, para estimar la media de X(f) no es posible utili-
zar el método de mdxima-verosimilitud porque dicha
media no es un valor constante. La estimacion de los
pardmetros yy B se va a realizar, entonces, aplican-
do la metodologia de minimos cuadrados ordinarios,
esto es, los estimadores serdn aguellos valores de y
y B que minimizan la diferencia entre la media y to-
das las observaciones disponibles.

Para resolver este problema de optimizacion se utili-
za la rutina fsolve del programa Matlab. Esta rutina
encuentra la solucién (y*, B*)y para el sistema de ecua-
ciones que resulta de aplicar la condicion necesaria
de optimalidad al problema de minimizacion anterior,
utiizando un método numérico que se inicia con una
semilla (y, B,) que nosofros introducimos en el pro-
grama.

La semilla se define tfeniendo en cuenta que y* de-
e ser positivo y con un valor relativamente cercano
al obtenido en el modelo original, de forma que
0,1<y*<0,8. Por ofro lado, 8 * también debe ser posi-
tivo y no muy elevado porque en ofro caso la fun-
cion o, = y(1- e#) seria un valor constante como
en el modelo original. Por tanto, 0,1<p#<5. Consi-
derando estos dos factores, se define el domino de
nuestra semilla como,

(vo:8,)€(0.1:0,8)x(0,1,5)

y se garantiza que los valores obtenidos minimizan la
funcion f(y,8) independientemente de la semilla se-
leccionada, introduciendo en la rutina de Matlab di-
ferentes semillas pertenecientes al dominio.

Los resultados de la estimacion de los pardmetros pa-
ra el modelo asintético en cada una de las series de
datos analizadas se muestran en el cuadro 4.

Modelo con dos procesos de Wienerv

de siniestros pendiente de declararen ty en -1, ob-
tenemos la siguiente expresion para la variable ale-
atoria X(1):

Rt 62 +0?
( ) 12 +O']O'2p,612+6§+20102p (27)

Los estimadores en este modelo son la cuasi-varian-
za definida en (25) para estimar 62y el estimador ma-
ximo-verosimil para la media como en (24), de for-
ma que los estimadores en funcion del valor p resul-
tan,

. _x. 20t (28)
2
= (2-p) s (29)

con Gg = (61 +02)2 Vpe [0,1} .

Los valores de dichos estimadores para las 6 series
analizadas se presentan en el cuadro 4, en la pdgi-
na siguiente.

Modelo de Ornstein-Uhlenbeck v

En el modelo de Omstein-Uhlenbeck, R(f) sigue la dis-
fribucion normnal definida en la expresion (21). Enton-
ces, para obtener una expresion cerrada de los esti-
madores de los pardmetros tasa de declaracion de
siniestros y volatilidad, en este modelo, vamos a apli-
car el método de mdaxima-verosimilitud de forma que
obtenemos:

Gy =10 i(’?(f‘1))2 B

J=1

4 (30)
| -0 > R(i)e (-
En este modelo, operando del mimo modo que en ,
los modelos anteriores, con los valores de la cuantia J=1
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CUADRO 4
ESTIMADORES PARA EL MODELO CON DOS PROCESOS DE WIENER

Alcira San Sebastian

p ol 62 o p ol o2 o
0 0,205450303  0,205450303  0,282403759 0 0,187511418 0,187511418  0,250169503
0.5 0,205450303  0,102725151 0,287679987 0.5 0,187511418  0,093755709 0,25456457
1 0,205450303 0 0,303508673 1 0,187511418 0 0,267749769

Barcelona Zaragoza

Y ol 62 o p ol o2 o
0,176354847  0,176354847  0,241793109  0,250169503 0 0,20833979 0,20833979 0.186326007
0,176354847  0,088177423  0,245680738 0,25456457 0.5 0,20833979 0,104169895  0,191751691
0,176354847 0 0,257343625  0,267749769 1 0,20833979 0 0,208028741

Valencia Murcia

P cl G2 o P cl o2 o
0 0,160528465  0,160528465  0,215226819 0 0,262210027  0,262210027  0,178851735
0.5 0,160528465  0,080264232  0,218447993 0.5 0,262210027  0,131105013  0,187445997
1 0,160528465 0 0,228111513 1 0,262210027 0 0.,213228784

FUENTE: Elaboracion propia.
CUADRO 5
ESTIMADORES PARA EL MODELO DE ORNSTEIN-UHLENBECK
~2
SEmv

Alcira 0,2990821063

16,3988925399

San Sebastidn 0,3858518171 52,6399850026
Barcelona 0,2068640449 9,2310979432
Zaragoza 0,3385379521 28,6902771354
Valencia 0,1773690288 14,8410725629
Murcia 0,2297645911 14,3896476717

FUENTE:. Elaboracién propia.

oo U

J=

Los resultados para la estimacion de los pardmetros
del modelo de Ornstein-Uhlenbeck en las seis inun-
daciones consideradas se muestra en el cuadro 5,

En esta seccion se va a redlizar una comparacion de los
resulfados de los modelos propuestos mediante el cdl-
culo de las predicciones que se obtienen de cada uno
de ellos. Notar que no se ha considerado el modelo deso-
rmollado con dos procesos de Wiener porque da lugar a
los mismos resultados que el modelo original.

Para ello, se obtiene en primer lugar la media de la
distribucion de cada modelo utilizando los pardme-
fros estimados en cada uno de ellos y la definicidn
de esperanza de una distribucion lognormal en los
modelos original y asintético vy la de una distribucion
normal en el modelo de Ornstein-Ulhenbeck.

A partir de las expresiones (8), (12) y (21), las esperan-
zas de los modelos original, asintético y de Ornstein-
Ulhenbeck, son, respectivamente:

E(I?] (r)) =K exp(-at)

(R, (1)) = exp[f/r + _g (1 - exp(ﬁr))]

E(/?3 (T)) =K exp(-ar)

A continuacion se realiza un andlisis gréfico de las
predicciones y se realiza una discusion a partir de los
errores gue se producen en cada modelo.

En primer lugar se observa en la figura 1, en la pdgi-
na siguiente, los tres modelos aplicados a la inunda-
cién de Alcira y los errores de estimacion.

El andilisis grafico de las series de datos real y estima-
das en esta inundacion pone de manifiesto que el
modelo original y el modelo de Ornstein-Uhlenbeck
dan lugar a los mismos resultados.

Analizando los errores en la figura 1, en la pdgina si-
guiente, se deriva que, aungue el modelo asintético
ajusta mejor en la primera observacion, con dicho
modelo se obtienen peores resulfados en el resto de
datos.

Para la inundacion de Alcira es posible concluir por
tanto, que el modelo asintético no se ajusta a los da-
tos reales y que no existen diferencias significativas
entre los ajustes redlizados por los modelos original y
de Ornstein-Uhlenbeck.

Las predicciones para la inundacién de San Sebas-
fidn se muestran en la figura 2, en la pdgina anterior.

Como puede observarse, el modelo originaly el asin-
tético dan lugar a muy malas predicciones para las
primeras observaciones. Sin embargo, una vez mas,
el modelo de Omstein-Uhlenbeck se ajusta mejor al
principio del proceso de declaracién, pero en las Ul-
timas semanas, resultan mejores predictores los otros
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© real Criginal model error
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dos modelos. En este caso, el modelo asintético pro-
duce resultados muy parecidos al modelo original
porque el valor del pardmetro B estd muy cercano a
3.5. Esto significa que la funcién exponencial alcan-
za el valor constante de la tasa de declaracion de
siniestros mds rdpido que para otros valores de b dan-
do lugar a un modelo asintético muy similar al mo-
delo original..

Por su parte, los gréficos de errores mostrados en la fi-
gura 2, en la pagina anterior, sehalan que la inunda-
cién de San Sebastidn es la que peor se djusta a cual-
quiera de los tres modelos propuestos y por tanto, la
gue mayores errores produce en las predicciones.

Las estimaciones de la serie de datos correspondien-
te a la inundacién de Barcelona se muestran en la
figura 3, en la pagina anterior.

Los resultados grdficos no permiten concluir cudl de los
modelos se ajusta mejor a los datos. Sin embargo, ob-
servando la gréfica de erores en la figura 3, es posible
darse cuenta de que el modelo asinfético es el que me-
jor se adapta a la realidad de los datos porque es el que
presenta erores menores. Por su parte, el modelo de
Omstein-Unlenbeck resulta tamibién algo mejor que el
modelo original. Se concluye por fanto, en este caso,
que el modelo original es el que peor representa la de-
claracion de siniestros asociada a la inundaciéon de
Barcelona.

La inundacién de Zaragoza es un poco diferente a
los demds inundaciones analizadas en este articulo.
El proceso de reclamacion asociado a la catdstrofe
original se vio alterado por la ocurrencia de ofras pe-
quenas inundaciones que se produjeron inmediata-
mente después de la inicial lo que condiciond los da-
fos disponibles. La figura 4, enla pdgina siguiente, mues-
fra las estimaciones realizadas para la inundacion de
Zaragoza, recordando que al no ser posible determi-
nar el pardmetro B para el modelo asintético, éste
coincide con el modelo original.

En cuanto al andlisis de los errores, mostrados en la
figura 4, se puede concluir facilmente que la estima-
cién derivada del modelo de Ornstein-Unlenbeck se
ajusta mejor en las primeras semanas, mientras que
el modelo original se ajusta mejor al final del proce-
so de declaracion de siniestros.

En la inundacién ocurrida en Valencia, como puede
observarse en la figura 5, en la pdgina siguiente, su-
cede lo mismo que en la inundacién de Barcelona;
el andlisis grafico de las predicciones no permite con-
cluir cudl de los modelos ajusta mejor.

Sin embargo, observando los gréficos de errores en la fi-
gura 5, de nuevo se observa gue el modelo asintético
es el gue mejor se gjusta a los datos y no es posible de-
ferminar si el modelo original es mejor que el Omstein-
Uhlenbeck o viceversa.

Finalmente, las estimaciones y los errores para la inun-
dacién de Murcia se muestran en la figura 6.

Como puede observarse, los fres modelos tienen el
mismo comportamiento y no se ajustan bien a los

datos redles. En cualquier caso, el modelo de Ornstein-
Uhlembeck parece que es el mds cercano a dicho
dafos.

Analizando los errores en las estimaciones para Murcig,
éstos son mayores gque los obtfenidos en el resto de in-
undaciones analizadas. A pesar de ello, es posible con-
cluir que el modelo de Omstein-Uhlembeck es el que
produce menores errores en este caso mientras que el
modelo asintdtico es el peor para representar las de-
claraciones de siniestros asociadas a la inundacidn de
Murcia, ya que presenta erores mayores que el mo-
delo original.

Como el andilisis gréfico no es concluyente para de-
terminar cudl de los modelos propuestos es el que
mds se ajusta a la realidad de los datos que quere-
mos representar, se calcula, a continuacion, la raiz
de la suma de los errores al cuadrado para cada
modelo, a partir de la siguiente expresion,

RSCE =~ SCE =

AN
donde Y, es el valor observado e Y, es el valor esti-
mado.

Los valores de la RSCE se muestran en el cuadro 6,
en pdginas posteriores.

Los resultados obtenidos con el cdiculo de la RSCE
permiten extraer las siguientes conclusiones: el mo-
delo de Ormnstein-Unlenbeck presenta unos errores
menores para todas las inundaciones consideradas
excepto para Alcira, en la gue dicho modelo tiene
un error ligeramente superior a los modelos original y
asintético, y para Barcelona y Valencia, en las que el
eror cometido por el modelo asintético es ligeramente
inferior. En los casos de San Sebastidn, Zaragoza y
Murcia, los errores cometidos con los modelos origi-
nal y asintdtico se reducen considerablemente al re-
alizar el gjuste con el modelo de Omstein-Uhlenbeck.
Es posible concluir, por fanto, que el modelo de Orns-
tein-Uhlenbeck gjusta mejor que el modelo original y
gue el modelo asintético la realidad de declaracion
de siniestros catastréficos que se quiere representar.

CONCLUSIONES ¥

En este articulo, se desarrolla una aplicacion de los
modelos de dindmica empresarial, basada en la re-
presentacion, mediante ecuaciones diferenciales
estocdsticas, de las variables gue determinan el pro-
ceso de declaracién de siniestros asociados a la
ocurrencia de una catdstrofe.

A partir de un modelo inicial presentado por Pérez-
Fructuoso en 2008 y 2009, cuya aportacion funda-
mental se basa en la definiciéon de la dindmica de
las declaraciones de siniestros creciente proporcio-
nalmente a la cuantia de siniestros pendiente de de-
clarar a razén de la tasa de declaracion de sinies-
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CUADRO 6 )
RSCE PARA CADA PREDICCION

RSCE Modelo Original

Alcira 3,2541320138
San Sebastian 7,926406564
Barcelona 4,3877716557
Zaragoza 8,0230716144
Valencia 5,2483780645
Murcia 5,8600227682
Media 5,7832970622

RSCE Modelo OU RSCE Modelo asintético

3,3478729786 3,7524090594

4,9404532812 8,8122165948
2,9974719773 1,7110578306
5,6091970335 8,024036408
5,0638737475 2,6079109831

4,9538378985
4,4687844861

7,094248363
5,3336456187

FUENTE: Elaboracion propia.

tfros, se desarrollan tres modelos alternativos en tiem-
po continuo para representar la evolucion de la ra-
fio de siniestralidad subyacente de los contratos de
activos derivados vinculados a seguros. Estos mode-
los pretenden ser una alternativa a los modelos de
valoracion precedentes, que simplifiquen el proceso
de obtencion de la variable fundamental para la de-
terminacion de la ratio de siniestralidad considerada
y la gjuste lo maximo posible a la realidad que se
pretende representar.

En cuanto al andlisis de los datos disponibles sobre
inundaciones ocurridas en diferentes regiones de
Espana propensas a sufrir este tipo de eventos, po-
demos concluir que de los tres modelos propuestos,
el de Omstein-Uhlenbeck es el que mejor se gjusta a
la realidad de la declaracion de siniestros catastrofi-
cos. Sin embargo, los resultados obtenidos también
indican que el modelo asintético ajusta muy bien los
datos en las dos primeras semanas después de la
ocurrencia de la inundacion, lo que haria pensar en
el desarrollo futuro de un nuevo modelo en el que se
combinara un tasa de declaraciéon de siniestros asin-
tética durante las dos primeras semanas y una tasa
constante desde la tercera semana y hasta el final
del proceso de declaracion. De todos los modelos
presentados, el original es el que presenta los peores
resulfados en la estimacion para las inundaciones
analizadas.

El desarrollo de los diferentes modelos propuestos pre-
tfende ser una aproximacion a proceso real de de-
claracién de los siniestros tras la ocurrencia de una
catdstrofe. Sin embargo, a pesar de gque disponemos
de muchas herramientas para desarrollar modelos
que reproduzcan el proceso de siniestralidad real, se
puede constatar que existen numerosos problemas
cuando se comprueba la validez de los modelos pro-
puestos. En este trabaqjo, ha sido posible construir to-
dos los estimadores y, por tanto, realizar todas la pre-
dicciones lo que ha permitido concluir que el mode-
lo de Ornstein-Uhlenbeck es el que mejor se gjusta a
los datos procedentes de las seis inundaciones que
han tenido lugar en Espana. Sin embargo cabe de-
cir que los datos disponibles son muy especificos y
concretos de una realidad determinada: las inunda-
ciones espanolas. Las consecuencias de una inun-
dacién es Espana estan muy lejos de parecerse a las
producidas por un huracdn en Estados Unidos vy la

ausencia de datos sobre dichos eventos no permite
establecer si el modelo de Ornstein-Uhlenbeck seria
el adecuado para representar sus declaraciones de
siniestros o si por el contrario alguno de los otros mo-
delos propuestos se adaptarian mejor a esa realidad.
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